
最优激励合同 (一般情形)



道德风险模型

• 目前为止, 我们讨论了如下包含道德风险的最优合同问题:

1. 二元模型

2. 连续情形 (只考虑线性合同)

• 接下来我们将讨论更一般的情形.

• 在求解模型前, 我们先介绍带有 不等式约束 的最优化问题求解方法:
‣ 拉格朗日法
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拉格朗日法: Lagrangian

• 高数课堂上, 你们学习过带有等式约束的最优化问题求解.
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拉格朗日法: Lagrangian

• 高数课堂上, 你们学习过带有等式约束的最优化问题求解.

max
𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑘

𝑓(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) 𝑠.𝑡.

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0
𝑔2(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0

⋮
𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0
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拉格朗日法: Lagrangian

• 高数课堂上, 你们学习过带有等式约束的最优化问题求解.

max
𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑘

𝑓(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) 𝑠.𝑡.

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0
𝑔2(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0

⋮
𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) = 0

建立拉格朗日函数:

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝜆1, ...𝜆𝑛) = 𝑓(𝑥1, …, 𝑥𝑘) + ∑
𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖𝑔𝑖(𝑥1, …, 𝑥𝑘)
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拉格朗日法: Lagrangian

拉格朗日函数 (Lagrangian) 同时包含了目标函数和约束条件, 将原始的带约束最优化

问题转化为了无约束最优化问题:

max
𝑥1,...,𝑥𝑘,𝜆1,...𝜆𝑛

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝜆1, ...𝜆𝑛)
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拉格朗日法: Lagrangian

拉格朗日函数 (Lagrangian) 同时包含了目标函数和约束条件, 将原始的带约束最优化

问题转化为了无约束最优化问题:

max
𝑥1,...,𝑥𝑘,𝜆1,...𝜆𝑛

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝜆1, ...𝜆𝑛)

要找出原最优化问题的解, 直接对所有的 𝑥 和 𝜆 求偏导即可:

𝜕𝐿/𝜕𝑥𝑖 = 0 ⟹ 𝜕𝐿/𝜕𝑥𝑖 + ∑
𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖𝜕𝑔𝑖(𝑥1, …, 𝑥𝑘)/𝜕𝑥𝑖 = 0

𝜕𝐿/𝜆𝑖 = 0 ⟹ 𝑔𝑖(𝑥1, …, 𝑥𝑘) = 0
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拉格朗日法: Lagrangian

拉格朗日函数 (Lagrangian) 同时包含了目标函数和约束条件, 将原始的带约束最优化

问题转化为了无约束最优化问题:

max
𝑥1,...,𝑥𝑘,𝜆1,...𝜆𝑛

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 𝜆1, ...𝜆𝑛)

要找出原最优化问题的解, 直接对所有的 𝑥 和 𝜆 求偏导即可:

𝜕𝐿/𝜕𝑥𝑖 = 0 ⟹ 𝜕𝐿/𝜕𝑥𝑖 + ∑
𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖𝜕𝑔𝑖(𝑥1, …, 𝑥𝑘)/𝜕𝑥𝑖 = 0

𝜕𝐿/𝜆𝑖 = 0 ⟹ 𝑔𝑖(𝑥1, …, 𝑥𝑘) = 0

• 一般来说, 只要目标函数和约束条件的函数都是光滑的, 上述一阶条件就是必要的.

• 如果目标函数是凹的, 并且所有 𝑔𝑖 都是凸的, 上述一阶条件是充要的.
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Kuhn-Tucker 定理

考虑如下最优化问题, 它包含 𝑘 个决策变量 (𝑥1, ..., 𝑥𝑘) 和 𝑛 个不等式约束 (𝑔1, ..., 𝑔𝑛)

max
𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑘

𝑓(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) 𝑠.𝑡.

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) ≥ 0
𝑔2(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) ≥ 0

⋮
𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) ≥ 0

目标函数 𝑓 是凹的, 所有 𝑔𝑗 都是凸的.
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拉格朗日函数

该最优化问题的拉格朗日函数 (Lagrangian):

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘) + ∑
𝑛

𝑗=1
𝜆𝑗𝑔𝑗(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑘)

• Lagrangian 包括目标函数 𝑓 和所有约束 𝑔𝑗.

• 称约束 𝑔𝑗 的权重 𝜆𝑗 为拉格朗日乘子.
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拉格朗日函数

Kuhn-Tucker 定理:

• 若 𝑥∗ = (𝑥∗
1, …, 𝑥∗

𝑘) 和 𝜆∗ = (𝜆∗
1, …, 𝜆∗

𝑛) 为以下无约束最优化问题的解:

max
𝑥1,…,𝑥𝑘,𝜆1≥0,…,𝜆𝑛≥0

𝐿(𝑥, 𝜆)

• 那么 𝑥∗ = (𝑥∗
1, …, 𝑥∗

𝑘) 是原最优化问题的解.
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拉格朗日函数

拉格朗日乘子与约束条件:

• 如果 𝜆∗
𝑗 > 0, 则其对应的约束 𝑔𝑗(𝑥) 一定是紧的 (即 𝑔𝑗(𝑥∗) = 0)
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模型设定

• 张三有 𝑛 个可能行动: 𝑎 ∈ 𝐴 ≡ {𝑎1, ..., 𝑎𝑛}
• 张三负责的项目由 𝑚 个可能结果: 𝑥 ∈ 𝑋 ≡ {𝑥1, ..., 𝑥𝑚}
• 𝐴 和 𝑋 都是实数集的真子集, 并且序列 {𝑎𝑖} 和 {𝑥𝑗} 都是严格递增的.
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模型设定

• 给定行动 𝑎𝑖, 最终结果的可能分布为向量 𝐩𝑖 = (𝑝𝑖1, ..., 𝑝𝑖𝑚)
‣ 其中 𝑝𝑖𝑗 = Pr[𝑥𝑗 | 𝑎𝑖] 表示行动 𝑎𝑖 下最终结果为 𝑥𝑗 的概率

𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑚
𝑎1 𝑝11 𝑝12 … 𝑝1𝑚
𝑎2 𝑝21 𝑝22 … 𝑝2𝑚
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛 𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 … 𝑝𝑛𝑚

• 公司提供工资合同 𝐰 = (𝑤1, ..., 𝑤𝑛):
‣ 其中 𝑤𝑗 表示结果 𝑥𝑗 发生时, 公司支付给张三的工资.
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张三的最优化问题

张三的效用函数:

𝑢(𝑤) − 𝑎

• 函数 𝑢 : ℝ → ℝ 是严格递增, 且严格凹的

给定工资合同 (𝑤1, ..., 𝑤𝑚), 张三选择行动 𝑎𝑖 最大化其期望效用:

∑
𝑚

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑢(𝑤𝑗) − 𝑎𝑖

• 如果上述最优化问题的解中, 张三的最终效用小于其保留效用 𝑢, 张三会选择辞职.
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公司的最优化问题

公司的最优化问题可以分解为两步:

1. 对每个可能行动 𝑎𝑖, 设计出对公司来说成本最低的激励相容工资合同 𝐰𝑖

2. 选择某个公司最优的行动 𝑎∗
𝑖 ∈ 𝐴

我们接下来主要讨论第一步最优化问题.
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公司的最优化问题

• 公司希望张三选择行动 𝑎𝑖.

• 这对应着 𝑛 − 1 个激励相容约束和 1 个个体理性约束:
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公司的最优化问题

• 公司希望张三选择行动 𝑎𝑖.

• 这对应着 𝑛 − 1 个激励相容约束和 1 个个体理性约束:

∑
𝑚

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑢(𝑤𝑗) − 𝑎𝑖 ≥ ∑

𝑚

𝑗=1
𝑝𝑘𝑗𝑢(𝑤𝑗) − 𝑎𝑘 ∀𝑘 ≠ 𝑖

∑
𝑚

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑢(𝑤𝑗) − 𝑎𝑖 ≥ 𝑢
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公司的拉格朗日函数

𝐿 = ∑
𝑚

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑤𝑗) + ∑

𝑘≠𝑖
𝜆𝑘 [∑

𝑚

𝑗=1
(𝑝𝑖𝑗 − 𝑝𝑘𝑗)𝑢(𝑤𝑗) − (𝑎𝑖 − 𝑎𝑘) ]

+𝜇(∑
𝑚

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑢(𝑤𝑗) − 𝑎𝑖 − 𝑢)

• 𝜆𝑘 为约束 𝐼𝐶𝑖,𝑘 的拉格朗日乘子, 𝜇 为约束 IR 的拉格朗日乘子.
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公司的拉格朗日函数

关于 𝑤𝑗 的一阶条件:

−𝑝𝑖𝑗 + ∑
𝑘≠𝑖

𝜆𝑘(𝑝𝑖𝑗 − 𝑝𝑘𝑗)𝑢′(𝑤𝑘) + 𝜇𝑝𝑖𝑗𝑢′(𝑤𝑗) = 0

等式两边同除 𝑝𝑖𝑗𝑢′(𝑤𝑗) 可得:

1
𝑢′(𝑤𝑗)

= ∑
𝑘≠𝑖

𝜆𝑘(1 − 𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗) + 𝜇
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公司的拉格朗日函数

• 最优工资 𝑤𝑗 取决于哪些约束是紧的 (紧约束意味着其拉格朗日乘子大于 0)

• 如果所有的 IC 约束都是松的, 可以推出:

1
𝑢′(𝑤𝑗)

= 𝜇 ∀𝑗

• 此时公司支付的工资是恒定的, 和最终结果无关.
‣ 这对应着不存在 IC 约束的第一最优情形.
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公司的拉格朗日函数

一般情况下, 最优解中有的激励相容约束是紧的.

• 假设激励相容约束在行动 𝑎𝑘 处是紧的 (此时有 𝜆𝑘 > 0), 这会如何影响结果 𝑗 下的工

资 𝑤𝑗?

• 答案取决于 𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗 是否大于 1.
‣ 如果 𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗 小于 1, 这会提高 1/𝑢′(𝑤𝑗), 进而提高 𝑤𝑗
‣ 如果 𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗 大于 1, 这会降低 1/𝑢′(𝑤𝑗), 进而降低 𝑤𝑗
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理解 𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑘𝑗/𝑝𝑖𝑗 的文字说明:

• 结果 j 在行动 k 和行动 i 下的似然比

公司在看到结果 j 时, 关于张三行动的极大似然估计量 𝑎ℎ 为满足下面不等式的行动 ℎ:

𝑝𝑘𝑗 ≤ 𝑝ℎ𝑗  for all 𝑘
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单调似然比 (Monotone Likelihood Ratio)

单调似然比假设: 较高的努力程度下, 好结果发生的概率更高.

• 对任意满足 𝑗 > 𝑙 的结果 𝑥𝑗 和 𝑥𝑙, 似然比 
𝑝𝑖𝑗
𝑝𝑖𝑙

 关于行动 𝑎𝑖 递增:

𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑖𝑙
≥

𝑝𝑘𝑗

𝑝𝑘𝑙
∀𝑘 < 𝑖

在单调似然比假设下, 从行动 𝑎𝑙 切换到更好的行动 𝑎𝑖 会增加好结果 𝑥𝑗 相对于差结果

𝑥𝑙 的似然性.
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单调似然比条件: 例 1

𝑝𝑘 = (0.5, 0.3, 0.2) 𝑝𝑖 = (0.2, 0.3, 0.5)

可以验证, 这两个概率分布满足单调似然比条件.

𝑝𝑘3
𝑝𝑘2

= 2
3

< 𝑝𝑖3
𝑝𝑖2

= 5
3

𝑝𝑘3
𝑝𝑘1

= 2
5

< 𝑝𝑖3
𝑝𝑖2

= 5
2

𝑝𝑘2
𝑝𝑘1

= 3
5

< 𝑝𝑖2
𝑝𝑖1

= 3
2
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单调似然比条件: 例 2

𝑝𝑘 = (0.2, 0.4, 0.3) 𝑝𝑖 = (0.3, 0.3, 0.4)

这两个概率分布不满足单调似然比条件.

𝑝𝑘3
𝑝𝑘2

= 3
4

< 𝑝𝑖3
𝑝𝑖2

= 4
3

𝑝𝑘3
𝑝𝑘1

= 3
2

> 𝑝𝑖3
𝑝𝑖2

= 4
3

𝑝𝑘2
𝑝𝑘1

= 4
2

> 𝑝𝑖2
𝑝𝑖1

= 3
3
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单调似然比 (MLR) 条件

• MLR 是否能保证最优工资随着 𝑗 增加而增加？

1
𝑢′(𝑤𝑗)

= ∑
𝑘≠𝑖

𝜆𝑘(1 −
𝑝𝑘𝑗

𝑝𝑖𝑗
) + 𝜇
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单调似然比 (MLR) 条件

• MLR 是否能保证最优工资随着 𝑗 增加而增加？

1
𝑢′(𝑤𝑗)

= ∑
𝑘≠𝑖

𝜆𝑘(1 −
𝑝𝑘𝑗

𝑝𝑖𝑗
) + 𝜇

答: 不能.

• 如果 𝑘 < 𝑖, 则 (1 − 𝑝𝑘𝑗
𝑝𝑖𝑗

) 随 𝑗 增加而增加，否则减少.

如果我们能确保只有较低努力水平的约束是紧的 (即 𝜆𝑘 = 0 for all 𝑘 > 𝑖), 才能确保工

资 𝑤𝑗 随产出增加而增加.
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凸分布函数假设

记 𝑃𝑗 是 𝑝𝑗 的累积分布函数 (CDF). 称分布 𝑝 是凸的, 如果对 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 和 𝜆 满足

𝑎𝑗 = 𝜆𝑎𝑖 + (1 − 𝜆)𝑎𝑘

总有下式成立:

𝑃𝑗𝑙 ≤ 𝜆𝑃𝑖𝑙 + (1 − 𝜆)𝑃𝑘𝑙
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凸分布函数假设

定理: 若 𝑝 满足单调似然比和凸性假设, 则行动 𝑎𝑖 下公司的最优合同 𝑤∗
𝑗 是关于 𝑥𝑗 递

增的.
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