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货币偏好 💰

前面的课程讨论了张三对于定义在确定性结果 𝑋 上的彩票的偏好.

• 这里的集合 𝑋 是一个很抽象的集合, 它可以包括任何形式的奖励和惩罚 (如一杯奶茶,

一个 iPhone, 一万人民币或“课程加分”).

本讲我们讨论非常具体的集合: 𝑋 = ℝ
• 𝑋 中的元素为货币或财富.

我们仍然用小写字母 𝑢 表示张三的 vNM 效用函数, 大写字母 𝑈  表示他的期望效用.
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单调性、风险与效用函数 💰

已知 𝑋 = ℝ, 我们可以对 vNM 效用函数 𝑢(𝑥) 施加更多（合理的）限制:

• 𝑢(𝑥) 是严格递增的:
‣ 若 𝑥 > 𝑦, 则 𝑢(𝑥) > 𝑢(𝑦).
‣ 单调性是很合理的假设, 张三希望钱越多越好.

• 由于我们讨论的是不确定性下的偏好, 张三对于风险的态度 (风险厌恶或风险喜爱) 也

会对效用函数的形式施加进一步的限制

本讲的目的, 在于分析 vNM 效用函数如何反映张三的风险态度
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风险规避 (Risk Aversion) 💰

以下两张彩票, 你更喜欢哪个?

1. 50% 的可能赢 10 万, 50% 的可能一无所获

2. 一定赢 5 万
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2. 一定赢 5 万

尽管两张彩票的期望回报相同, 但多数人会选彩票 2, 因为它的“风险”更小.

问: 我们目前为止关于彩票偏好关系的假设 (vNM 三公理和严格单调假设), 可以推导出

这种风险规避行为么?

• 不能. 期望效用模型本身不蕴含“风险规避”的性质.

如果我们进一步假设张三的 vNM 效用函数是凹的 (concave), 张三的行为就满足风险

规避.
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风险和效用函数的凹凸性 💰

例: 𝑢(𝑥) =
√

𝑥, 其中 𝑥 为最终收入.

1. 彩票一: 50% 的可能赢 10 万, 50% 的可能一无所获

期望效用 = 0.5 ×
√

10 + 0.5 × 0 =
√

2.5.

2. 彩票二: 一定赢 5 万

期望效用 = 
√

5 >
√

2.5.

• 张三会选择彩票二 (一定获得 5 万).
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√

10 + 0.5 × 0 =
√

2.5.

2. 彩票二: 一定赢 5 万

期望效用 = 
√

5 >
√

2.5.

• 张三会选择彩票二 (一定获得 5 万).

• 给定 𝑢(𝑥) =
√

𝑥, 张三对于彩票一和“一定获得 2.5 万” 是无差异的.

• 称 2.5 万是彩票一的确定性等价
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Jensen 不等式 💰

Jensen 不等式 (也叫凹函数不等式):

• 若函数 𝑢 : ℝ → ℝ 是严格凹的, 则对任意 𝑥1 ≠ 𝑥2 和实数 𝛼 ∈ (0, 1), 下列不等式成立:

𝑢(𝛼𝑥1 + (1 − 𝛼)𝑥2) > 𝛼𝑢(𝑥1) + (1 − 𝛼)𝑢(𝑥2).

请结合 𝑢(𝑥) =
√

𝑥 的函数图像, 画图理解该不等式.
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Jensen 不等式 💰

Jensen 不等式可以很自然地推广到任意序列 {𝑥𝑖} 和 正序列 {𝛼𝑖} 的情形:

𝑢(∑
𝑖

𝛼𝑖𝑥𝑖) > ∑
𝑖

𝛼𝑖𝑢(𝑥𝑖),  对任意 ∑
𝑖

𝛼𝑖 = 1

• 如果函数 𝑢 是严格凸的, 则反方向的不等式成立 (凸函数不等式).

• 如果 𝑢 是线性的, 则 𝑢(∑𝑖 𝛼𝑖𝑥𝑖) = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑢(𝑥𝑖).
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𝑢 是线性的 <=> 张三是风险中性的
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风险态度 💰

定义. 彩票 𝑝 的确定性等价 (certainty equivalent) 为满足下列方程的实数 𝑥𝑝:

𝑢(𝑥𝑝) = Σ𝑥∈𝑋𝑝(𝑥)𝑢(𝑥)

• 张三对于彩票 𝑝 和“一定获得 𝑥𝑝 元”是无差异的: 𝑝 ∼ (1 ∘ 𝑥𝑝).
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𝑢(𝑥𝑝) = Σ𝑥∈𝑋𝑝(𝑥)𝑢(𝑥)

• 张三对于彩票 𝑝 和“一定获得 𝑥𝑝 元”是无差异的: 𝑝 ∼ (1 ∘ 𝑥𝑝).

记 𝐸[𝑝] = ∑𝑥∈𝑋 𝑝(𝑥)𝑥 为彩票 𝑝 的期望.

• 若 𝑥𝑝 < 𝐸[𝑝] 对于所有非退化彩票 𝑝 成立, 则张三是风险厌恶的 (risk-averse)

• 若 𝑥𝑝 = 𝐸[𝑝] 对于所有非退化彩票 𝑝 成立, 则张三是风险中性的 (risk-neutral)

• 若 𝑥𝑝 > 𝐸[𝑝] 对于所有非退化彩票 𝑝 成立, 则张三是风险喜爱的 (rish-loving)
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风险态度 💰

由 Jensen 不等式可知:

• 风险规避 ⇔ 𝑢(·) 是严格凹的 (𝑢″(𝑥) < 0).

• 风险中性 ⇔ 𝑢(·) 是线性的 (𝑢″(𝑥) = 0).

• 喜爱风险 ⇔ 𝑢(·) 是严格凸的 (𝑢″(𝑥) > 0).
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衡量风险规避的程度 💰

几乎所有经济学研究中, 都假设参与人是风险厌恶或风险中性的.

在保险经济学和金融学等领域, 一般假设参与人是风险厌恶的, 并且会用不同的方式来

量化参与人风险厌恶的程度.

我们介绍两个衡量风险厌恶的指标:

• 绝对风险规避

• 相对风险规避
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绝对风险规避 💰

张三拥有财富 𝑤 ∈ ℝ, 他面临两个选择：“确定获得 𝑧 元”或“彩票 𝑝”.

• 在第一个选择下, 他的效用为: 𝑢(𝑤 + 𝑧).
• 在第二个选择下, 他的(期望)效用为 Σ𝑥∈𝑋𝑝(𝑥)𝑢(𝑤 + 𝑥).

问: 如果你是张三, 你的选择会如何取决于你的已有财富 𝑤?
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• 在第一个选择下, 他的效用为: 𝑢(𝑤 + 𝑧).
• 在第二个选择下, 他的(期望)效用为 Σ𝑥∈𝑋𝑝(𝑥)𝑢(𝑤 + 𝑥).

问: 如果你是张三, 你的选择会如何取决于你的已有财富 𝑤?

• 如果张三接受彩票 𝑝 的意愿随着财富 𝑤 的增加而增加, 我们称他的绝对风险规避

(ARA, Absolute Risk Aversion) 程度是随财富递减的.

• 若张三具有递减的 ARA, 并且他愿意在财富为 𝑤1 时选择彩票 𝑝 而不是确定性回报 𝑧,
那么当他的财富为 𝑤2 > 𝑤1 时, 他也一定会选择彩票 𝑝.
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绝对风险规避系数 💰

绝对风险规避系数的定义 ：

𝐴𝑢(𝑤) = −𝑢″(𝑤)/𝑢′(𝑤)

• 不引起混淆时, 我们也可以省略下角标直接写成 𝐴(𝑤).

如果 𝐴(𝑤) 是递减的, 则称张三具有递减的绝对风险规避系数.

• 类似可定义恒定的或递增的绝对风险规避
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绝对风险规避系数: 例 💰

• 𝑢(𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ⇒ 𝐴(𝑥) = 𝛼 (恒定绝对风险规避, CARA).

• 𝑢(𝑥) = 𝑥0.5 ⇒ 𝐴(𝑥) = 1/(2𝑥) (递减绝对风险规避).
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绝对风险规避系数: 例 💰

• 𝑢(𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ⇒ 𝐴(𝑥) = 𝛼 (恒定绝对风险规避, CARA).

• 𝑢(𝑥) = 𝑥0.5 ⇒ 𝐴(𝑥) = 1/(2𝑥) (递减绝对风险规避).

记张三和李四的 vNM 效用函数分别为 𝑢 和 𝑣. 若存在递增的严格凹函数 𝑔 使得 𝑣(𝑥) =
𝑔(𝑢(𝑥)), 则称李四比张三更厌恶风险.

• 练习: 请验证, 此时李四的绝对风险规避高于张三: 𝐴𝑣(𝑥) > 𝐴𝑢(𝑥).
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相对风险规避 💰

如果张三是一个投资者, 前面的分析中, 我们分析的是张三投资时的绝对回报.

• 下面我们用回报率, 而非绝对回报, 来分析张三的决策.
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如果张三是一个投资者, 前面的分析中, 我们分析的是张三投资时的绝对回报.

• 下面我们用回报率, 而非绝对回报, 来分析张三的决策.

张三的财富为 𝑤, 他面临两个选择:

• 投资国债: 确定回报率 𝑧 > 0
• 投资股票: 回报率 𝑟 服从分布 𝑝

张三考虑将财富投资于其中一种资产:

• 如果他将所有财富投资于安全资产(国债), 他的效用为

𝑢(𝑤(1 + 𝑧))

• 如果他将所有财富投资于风险资产(股票), 他的期望效用为

Σ𝑟𝑝(𝑟)𝑢(𝑤(1 + 𝑟))
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相对风险规避 💰

问: 张三的选择如何取决于他的财富 𝑤?

• 如果张三投资于风险资产的意愿随着财富的增加而增加, 我们称他的行为满足相对风

险规避 (RRA, relative risk aversion) 递减.

• 如果张三具有递减的 RRA, 并且他在财富为 𝑤1 时选择投资风险资产, 那么当他的财

富为 𝑤2 > 𝑤1 时, 他也愿意投资于风险资产.

类似地, 可以定义递增 RRA 和恒定 RRA.

15 / 17



相对风险规避系数: 定义和例子 💰

相对风险规避系数

𝑅𝑢(𝑥) = −𝑥𝑢″(𝑥)/𝑢′(𝑥)

• 如果 𝑅(𝑥) 是递减的 (或恒定的, 或递增的), 则称张三具有递减的 (或恒定的, 或递增

的) 相对风险规避系数.

例子:

• 𝑢(𝑥) = 𝑥1−𝛼 ⇒ 𝑅(𝑥) = 𝛼 (恒定相对风险规避, CRRA).

• 𝑢(𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ⇒ 𝑅(𝑥) = 𝛼𝑥
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